Практична робота №4.

(2г.)

Тема: інтерполяція функцій. 
         Мета: Отримати відомості про методи інтерполювання функцій та навчитися 
                                  застосовувати ці методи до конкретних задач. 

Теоретичні відомості.

    Означення 1.  Задачею інтерполяції (або інтерполювання) є побудова такої функції, яка для даних значень аргументу приймає задані значення. Нехай для значень аргументу х1 , х2 , … , хn , які називають вузлами інтерполяції, відомі значення деякої функції  f(x):   f(x0) = у0,  f(x1) = у1, … ,  f(xn) = уn.  Треба знайти інтерполюючу функцію  Р(х),  так, щоби у вузлах інтерполяції вона приймала ті ж самі значення, що й  f(x),  тобто  Р(x0) = у0,  Р(x1) = у1,  … ,  Р(xn) = уn.  

      Многочлен  Рn(х),  який задовольняє умови  Рn(хi) = yi = f(xi)  (i = 0, 1, … , n)  називають інтерполяційним многочленом. 
    Означення 2.   Наближену рівність  f(x) ≈ Рn(х)  називають інтерполяційною формулою. 

     Означення 3. Поділена різниця нульового порядку  f(xі)  співпадає із значенням  функції  f(xі).  Поділені різниці першого порядку визначаються рівністю   f(xі ; xj)  =  
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, різниці другого порядку – рівністю  f(xі ; xj; xk) = 
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 , … ,  різниці  k – го порядку  визначаються через різниці  (k – 1) – го  порядку за формулою: 
f(x0 ; x1; … ; xk)  =  
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     Означення 4.     Інтерполяційний многочлен у формі   
Ln(x) = f(x0) + f(x0; x1)(х – х0) + … + f(x0; x1;… ; xn)(х – x0)(х – x1) … (х – хn-1)
    називають інтерполяційним многочленом Ньютона з поділеними різницями. 

      Наближену рівність    
f(x) ≈ f(x0) + f(x0; x1)(х – х0) + … + f(x0; x1;… ; xn)(х – x0)(х – x1) … (х – хn-1)
називають інтерполяційною формулою Ньютона з поділеними різницями.  

     Означення 5.   Якщо функція  f(x)  задана у точках  x0, x1,… , xn ,  то таблицю 

	f(x0)
	f(x0; x1)
	f(x0; x1; x2)
	f(x0; x1; x2; x3)
	…
	f(x0; x1;… ; xn)

	f(x1)
	f(x1; x2)
	f(x1; x2; x3)
	f(x1; x2; x3; x4)
	…
	

	f(x2)
	f(x2; x3)
	f(x2; x3; x4)
	f(x2; x3; x4; x5)
	
	

	…
	…
	…
	
	
	

	f(xn-2)
	f(xn-2; xn-1)
	f(xn-2; xn-1; xn)
	
	
	

	f(xn-1)
	f(xn-1; xn)
	
	
	
	

	f(xn)
	
	
	
	
	


називають таблицею її поділених різниць. 
Хід роботи. 

        Задача 1.  Для функції   f,  заданої таблицею 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	0,45
	0,32
	0,79
	0,51
	0,64

	yi
	0,434966
	0,314567
	0,710353
	0,488177
	0,597195


    знайти її поділені різниці  f(x2; x3; x4),  f(x1; x2; x3; x4),  f(x0; x1; x2; x3; x4). 

     Розв’язання. Побудуємо таблицю поділених різниць, звідки й отримаємо шукані значення. Спочатку дістанемо таблицю різниць вузлів інтерполяції  xj – xi , на які  треба ділити поділені різниці за означенням 3. Надамо чарункам електронної таблиці таких значень: 

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	1
	
	xi
	1
	2
	3
	4

	2
	х0
	0,45
	= В3 – В2
	= В4 – В2
	= В5 – В2
	= В6 – В2

	3
	х1
	0,32
	↓
	↓
	↓
	

	4
	х2
	0,79
	↓
	↓
	
	

	5
	х3
	0,51
	↓
	
	
	

	6
	х4
	0,64
	
	
	
	


     Як і раніше, символ  ↓  означає копіювання попередніх чарунок. Тут у рядку вузла інтерполяції  xi  завжди віднімається саме  xi  від  xj , а число у заголовку стовпця дорівнює  j – i.  В результаті отримаємо таку трикутну таблицю: 
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	1
	
	xi
	1
	2
	3
	4

	2
	х0
	0,45
	-0,13
	0,34
	0,06
	0,19

	3
	х1
	0,32
	0,47
	0,19
	0,32
	

	4
	х2
	0,79
	-0,28
	-0,15
	
	

	5
	х3
	0,51
	0,13
	
	
	

	6
	х4
	0,64
	
	
	
	


  Використовуючи цю таблицю, побудуємо тепер трикутну електронну таблицю поділених різниць. Надамо чарункам таких значень: 

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	9
	
	0
	1
	2
	3
	4

	10
	х0
	0,434966
	=(B11 – B10)/C2
	→
	→
	→

	11
	х1
	0,314567
	↓
	↓
	↓
	

	12
	х2
	0,710353
	↓
	↓
	
	

	13
	х3
	0,488177
	↓
	
	
	

	14
	х4
	0,597195
	
	
	
	


     У стовпці  B  тут значення функції  f,  задані умовою задачі. Правила копіювання Excel дозволяють отримати у відповідних чарунках саме ті формули, які повинні там бути згідно з означенням 5.  В результаті отримаємо: 

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	9
	
	0
	1
	2
	3
	4

	10
	х0
	0,434966
	0,926146
	-0,2472
	-0,14442
	0,021447

	11
	х1
	0,314567
	0,842099
	-0,25586
	-0,14034
	

	12
	х2
	0,710353
	0,793486
	-0,30077
	
	

	13
	х3
	0,488177
	0,838601
	
	
	

	14
	х4
	0,597195
	
	
	
	


       Тут число у заголовку стовпця дорівнює порядку поділеної різниці. У кожному рядку у формулах поділених різниць вузли інтерполяції починаються з того, що знаходиться у заголовку рядка. Так  f(x2; x3; x4) є різницею порядку 2  і її формула починається з x2; отже, ця різниця знаходиться у чарунці D12 і дорівнює  – 0,30077.  Аналогічно   f(x1; x2; x3; x4)  = – 0,14034  і знаходиться у чарунці Е11;  f(x0; x1; x2; x3; x4) = 0,021447  у чарунці  F10. 
          Зазначимо, що скажімо поділеної різниці   f(x0; x1; x3; x4)   нема у цій таблиці: у цій формулі вузли інтерполяції не ідуть підряд, пропущений вузол x2. Щоби отримати таку різницю треба будувати іншу таблицю, у якій вузли  x0; x1; x3; x4  розташовані підряд. 

            Задача 2.   Додати до таблиці задачі 1 ще один вузол  х5 = 0,49  із значенням функції   y5 = f(0, 49) = 0,470626   і отримати інтерполяційну формулу Ньютона з поділеними різницями для функції  f,  заданої такою таблицею. 

      Розв’язання.  Після додавання нового вузла маємо таку таблицю: 
	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	xi
	0,45
	0,32
	0,79
	0,51
	0,64
	0,49

	yi
	0,434966
	0,314567
	0,710353
	0,488177
	0,597195
	0,470626  


     Тут нема потреби будувати все спочатку, можна дописати відповідні рядки та стовпці до уже отриманих у задачі 1 таблиць. Отже, спочатку додамо останні рядок і стовпець до таблиці різниць вузлів інтерполяції   xj – xi   попередньої задачі і продовжимо копіювання на нову діагональ отриманої там трикутної таблиці: 

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	
	xi
	1
	2
	3
	4
	5

	2
	х0
	0,45
	=В3 – В2
	=В4 – В2
	=В5 – В2
	=В6 – В2
	=В7 – В2

	3
	х1
	0,32
	↓
	↓
	↓
	↓
	

	4
	х2
	0,79
	↓
	↓
	↓
	
	

	5
	х3
	0,51
	↓
	↓
	
	
	

	6
	х4
	0,64
	↓
	
	
	
	

	7
	х5
	0,49
	
	
	
	
	


             В результаті дістанемо: 

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	
	xi
	1
	2
	3
	4
	5

	2
	х0
	0,45
	-0,13
	0,34
	0,06
	0,19
	0,04

	3
	х1
	0,32
	0,47
	0,19
	0,32
	0,17
	

	4
	х2
	0,79
	-0,28
	-0,15
	-0,3
	
	

	5
	х3
	0,51
	0,13
	-0,02
	
	
	

	6
	х4
	0,64
	-0,15
	
	
	
	

	7
	x5
	0,49
	
	
	
	
	


       Так само додамо рядок, стовпець і продовжимо копіювання на нову діагональ для електронної трикутної таблиці поділених різниць задачі 1. В результаті отримаємо: 

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	9
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	10
	х0
	0,434966
	0,926146
	-0,2472
	-0,14442
	0,021447
	0,007165

	11
	х1
	0,314567
	0,842099
	-0,25586
	-0,14034
	0,021734
	

	12
	х2
	0,710353
	0,793486
	-0,30077
	-0,13665
	
	

	13
	х3
	0,488177
	0,838601
	-0,25978
	
	
	

	14
	х4
	0,597195
	0,843797
	
	
	
	

	15
	х5
	0,470626
	
	
	
	
	


    У порівнянні з таблицею поділених різниць задачі 1 тут додатково підрахована поділена різниця порядку 5   f(x0; x1; x2; x3; x4; х5) = 0,007165.  Тепер треба виписати інтерполяційну формулу Ньютона: 

f(x) ≈ f(x0) + f(x0; x1)(х – х0) + … + f(x0; x1;… ; xn)(х – x0)(х – x1) … (х – хn-1). 
      Оскільки за таблицею   f(x0) = 0,434966,   f(x0; x1) = 0,926146,   f(x0; x1; x2) =  – 0,2472,   f(x0; x1; x2; x3) = – 0,14442,   f(x0; x1; x2; x3; x4) = 0,021447,   f(x0; x1; x2; x3; x4; х5) = 0,007165,  то інтерполяційна формула Ньютона набуває вигляду: 

 f(x) ≈ 0,434966 + 0,926146(х – 0,45) – 0,2472(х – 0,45)(х – 0,32) – 0,14442(х – 0,45)(х – 0,32) (х – 0,79) +  0,021447(х – 0,45)(х – 0,32)(х – 0,79)(х – 0,51) + 0,007165(х – 0,45)(х – 0,32)(х – 0,79)(х – 0,51)(х – 0,64).  Задачу розв’язано. 

Контрольні питання.

1. В чому полягає задача інтерполяції?
2. Визначить вузли інтерполяції, інтерполюючу функцію, інтерполяційний многочлен. 
3. Що таке інтерполяційна формула? 
4. Визначить поділені різниці нульового порядку, поділені різниці k – го порядку. 
5. Запишіть інтерполяційну формулу Ньютона з поділеними різницями.  

6. Чи є необхідним для обчислення таблиці поділених різниць, щоб всі вузли інтерполяції були попарно відмінними? 
7. Чи можна отримати поділену різницю порядку 10, якщо дано 10 вузлів інтерполяції? 
8. Чи можна отримати будь – яку поділену різницю порядку 10, якщо дано 11 попарно відмінних вузлів інтерполяції? 
9. Чи всі поділені різниці порядку 10  знаходяться у таблиці поділених різниць,  якщо дано 11 попарно відмінних вузлів інтерполяції? 
10. Чи можна додати ще один вузол інтерполяції у таблицю поділених різниць у довільне місце, чи лише в кінці таблиці (як у задачі 2)?
11.  Якщо треба виписати інтерполяційну формулу Ньютона, то чи потрібні інші елементи таблиці поділених різниць, окрім одного її рядка? 
12.  Чи можна, обчислюючи таблицю поділених різниць, обмежитись одним її рядком? 
 Завдання.

     Задача.   1. Для функції  f,  заданої наступною таблицею, знайти такі її поділені різниці. 
         2. Записати інтерполяційну формулу Ньютона з поділеними різницями для функції  f,    

             заданої такою таблицею. 

Варіант 1.
	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	2,31
	4,72
	7,83
	5,82
	6,46

	yi
	0,837248
	1,551809
	2,057963
	1,7613
	1,865629


поділені різниці: f(x2; x3; x4),  f(x0; x1; x2; x3),  f(x0; x1; x2; x3; x4),  f(x0; x1; x3; x4)   
Варіант 2. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	3,12
	7,42
	8,73
	8,52
	4,66

	yi
	0,021591
	0,907299
	0,640215
	0,786288
	-0,99863


поділені різниці:  f(x1; x2; x3),  f(x1; x2; x3; x4),  f(x0; x1; x2; x3; x4),  f(x1; x2; x4)   
Варіант 3. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	3,12
	7,42
	8,73
	8,52
	4,66

	yi
	0,021591
	0,907299
	0,640215
	0,786288
	-0,99863


поділені різниці:  f(x1; x2; x3),  f(x1; x2; x3; x4),  f(x1; x2; x3; x4; x0),  f(x3; x4; x0)   
Варіант 4. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	1,23
	2,47
	3,78
	2,58
	1,37

	yi
	3,42123
	11,82245
	43,81604
	13,19714
	3,935351


поділені різниці:  f(x3; x2; x1),  f(x4; x3; x2; x1),  f(x4; x3; x2; x1; x0),  f(x2; x1; x0) 

  Варіант 5. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	1,37
	2,58
	3,78
	2,47
	1,28

	yi
	0,979908
	0,532535
	-0,59592
	0,622234
	0,958016


поділені різниці:  f(x4; x3; x2),  f(x3; x2; x1; x0),  f(x4; x3; x2; x1; x0),  f(x3; x1; x0) 

  Варіант 6. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	2,31
	4,72
	7,83
	5,82
	6,46

	yi
	0,837248
	1,551809
	2,057963
	1,7613
	1,865629


поділені різниці:  f(x1; x2; x3),  f(x1; x2; x3; x4),  f(x1; x2; x3; x4; x0),  f(x3; x4; x0)    

  Варіант 7. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	3,12
	7,42
	8,73
	8,52
	4,66

	yi
	0,021591
	0,907299
	0,640215
	0,786288
	-0,99863


поділені різниці:  f(x3; x2; x1),  f(x4; x3; x2; x1),  f(x4; x3; x2; x1; x0),  f(x2; x1; x0) 

  Варіант 8. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	1,37
	2,58
	3,78
	2,47
	1,28

	yi
	0,979908
	0,532535
	-0,59592
	0,622234
	0,958016


поділені різниці:  f(x3; x2; x1),  f(x4; x3; x2; x1),  f(x4; x3; x2; x1; x0),  f(x2; x1; x0) 

 Варіант 9. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	1,23
	2,47
	3,78
	2,58
	1,37

	yi
	3,42123
	11,82245
	43,81604
	13,19714
	3,935351


поділені різниці:  f(x4; x3; x2),  f(x3; x2; x1; x0),  f(x4; x3; x2; x1; x0),  f(x3; x1; x0)
Варіант 10. 

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	2,31
	4,72
	7,83
	5,82
	6,46

	yi
	0,837248
	1,551809
	2,057963
	1,7613
	1,865629


поділені різниці:   f(x3; x2; x1),  f(x4; x3; x2; x1),  f(x4; x3; x2; x1; x0),  f(x2; x1; x0) 
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